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20.
Über die ganzen homogenen Functionen von der
dritten und vierten Ordnung zwischen drei
Variabein.
(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.)
Im 36ten Bande dieses Journals S. 172 habe ich eine Eliminations-
methode auseinandergesetzt, um eine in Punctcoordinaten gegebene Gleichung
einer Curve dritter Ordnung durch Liniencoordinaten auszudrücken. Diese
Methode hat, wie ich sehe, Cayley im Märzhefte des Cambridger Mathema-
tischen Journals vom Jahre 1846 bekannt gemacht und zugleich, nicht ohne
Mähe und Kunst, das Resultat der Elimination in seine einfachsten Bestand-
teile aufgelöset. Die Methode besteht in der Zurückführung des Problems
auf die Elimination von 7 Unbekannten aus 7 linearen homogenen Gleichungen.
Einer Ausdehnung auf die Curven vierter Ordnung scheint dieselbe nicht fähig
zu sein. Ich werde daher im Folgenden ein anderes, nicht weniger symme-
trisches Eliminationsverfahren entwickeln, welches sich mit gleicher Leichtigkeit
auf Curven dritter und vierter Ordnung anwenden läfst, und überdies noch
den Vortheil hat, dafs man bei Curven dritter Ordnung das Endresultat durch
Elimination von nur vier Unbekannten aus vier linearen homogenen Gleichungen
erhält. Dieses Eliminationsverfahren steht in dem erwähnten Falle zu dem Cayley-
schen in demselben Verhällnifs, wie das Jacobische Eliminationsverfahren für
zwei Gleichungen mit einer Unbekannten zu dem Sylvesterscheu, indem auch
hier von der zum Theil schon vollführten Elimination ausgegangen wird.
Ich schicke zwei allgemeine Sätze voran, von denen ich im Folgenden
Gebrauch machen werde.
§. i.
Wenn n homogene ganze Functionen von n Variabein für ein
System von Werlhen der Variabein verschwinden, so verschwinden
für dieses System von Werthen nicht allein die Determinante der
n Functionen, sondern auch ihre nach den Variabein genommenen
ersten partiellen Differentialquotienten.
Wenn ti19 u^ tf3, ... un gegebene homogene ganze Functionen vom
pien Grade von den Variabein , a?2, o?3, . . . xn bedeuten,* so ist bekanntlich:
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(10
Bezeichnet man die Determinante der n Functionen mit J, multiplicirt die
Gleichungen (1.) der Reihe nach mit
•=17,.
und addirt, so erhält man:
(2.) #!// 5= p(uiUi-\~UzUz-}- ··· unUn}.
Diese Gleichung beweiset, dafs die Functionaldeterminante J verschwindet, wenn
die Functionen ti19 u 2 9 . . . un verschwinden.
Differentiirt man die Gleichung (2») nach a?19 so erhält man:
Da aber
ist , so wird
du»
tt„ und J auch da ver-Diese Gleichung beweiset, dafs mit tin
schwindet etc.
Wenn n—l homogene ganze Functionen pten Grades zugleich
mit einer homogenen ganzen Function qten Grades von n Variabein
für ein System von Werthen dieser Variabein verschwinden, so ver-
schwindet auch die Determinante dieser Functionen, und die ersten
partiellen Differentialquotienten der Determinante verhalten sich wie
die ersten partiellen Differentialquotienten der Function qten Grades.
Wenn ti19 ti2, ... tinel homogene ganze Functionen pten Grades und
un eine homogene ganze Function yten Grades der n Yariabeln
sind, 30 hat man:»
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(4.)
Es sei, wie vorhin, Λ die Determinante der n Functionen tfi9
Multiplicirt man nun die Gleichungen der Reihe nach mit
n A s A s A
•=17,,
und addirt, so erh lt man
(5.) x\J = p fall
woraus sich zeigt, dafs ^ verschwindet, wenn ti19 ti2, . . . wn verschwinden.
Differentiirt man diese Gleichungen nach den Variabein, so wird:
5v~ T
(6.)
'T*
·*Ί ·+ d „"
ι n ΛΛ»
+(f-/')KSiL+l7-SsIv ΙΙΛη C7«*n '
Setzt man in diese Gleichungen f r die Variabein dasjenige System von
Werthen, f r welche die n Functionen ti19 ti2, . . . ti„ verschwinden, und be-
zeichnet der K rze wegen den Ausdruck ρ~^·ϋη durch λ, so gehen diesel-
ben in folgende ber:
*? = 0,
dun
39
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Es verhalten sich also die partiellen Differentialquotienten der Determinante wie
die entsprechenden partiellen Differentialquotienten der Function vom ^rten Grade.
§. 2.
Wenn man durch v eine homogene ganze Function 3ten Grades von den
Variabein a^, #2, #3 und durch t^, t?2, t?3 die partiellen Differentialquotienten
dieser Function bezeichnet, so verlangt die Aufgabe „die in Punctcoordi-
naten gegebene Gleichung v = 0 einer Curve dritter Ordnung durch Li-
niencoordinaten auszudr cken" die Elimination der Variabein x\, a?2, #3, t
aus folgenden vier homogenen Gleichungen:
0i + «i = 0,
18.)
«,ΐ = Ο,
= 0.
tZ t2Man hat also drei homogene ganze Functionen »i-j-aj.-g-, #2+ «2-0-9 #3 + «3
der Variabein a^, a?2, α?3, ί vom zweiten Grade, und eine ai^i-f^^-
ersten Grades, welche f r ein System Werthe der Variabein verschwinden.
Bezeichnet man daher die Determinante dieser Functionen mit Θ, so ist nach
dem in (§· 1.) bewiesenen zweiten Satze:
90 ι - n 90 , .
 Λ 90 ι * Λ
Um die Determinante jener 4 Functionen zu bilden, bezeichne ich die zweiten
partiellen Differentialquotienten der Function v durch rn, t?12, . .. und bilde
die Determinante Λ aus folgenden Componenten:
^115 ^129 1^3 9 ^19
^219 ^22 ^ ^239 ^25
^319 ^32^ ^339 tt3}
«19 «2^ «39 0.
Diese letztere Determinante ist vom zweiten Grade und homogen, so-
wohl in R cksicht auf die Variabein, als in R cksicht auf die Gr fsen «19 a2, «3,
und man erh lt:
θ = 4t.
Setzt man diesen Werth von θ in die angegebenen drei Gleichungen, setzt
man ferner — — μ und f gt die letzte Gleichung (8*) hinzu, so hat man aus
dem System von Gleichungen (8») folgendes System von Gleichungen abgeleitet:
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(9.)
_
== 0,
= 0.
Diese Gleichungen sind aber lineare homogene Gleichungen in R cksicht auf
die Variabein a?n #2, #3. Das Resultat der Elimination dieser Variabein wird
die gesuchte homogene Gleichung vom sechsten Grade in R cksicht auf die
Liniencoordinaten «19 α2, α3 sein.
§. 3.
Wenn v eine gegebene homogene Function vierten Grades von den
Variabein a?19 o?29 &$ ist und t?19 #2, 03 die partiellen DifiFerentialquotienten
dieser Function bedeuten, so verlangt die Aufgabe „die in Punctcoordi-
naten gegeben^ Gleichung v = 0 einer Curve vierter Ordnung durch
Liniencoordinaten auszudr cken", die Elimination der Variabein a?19 x2,
j?3, / aus folgenden vier Gleichungen:
(10.)
+ «3 "g" = 0,
a = «!#!· «2 P2 +-«3 #3 === ®e
Um diese Elimination auf die aus linearen Gleichungen zur ckzuf hren,
t3 t3bemerke ich, dafs man die drei homogene Functionen 0ι+-«ι-^-, #2-+a2^-,
der Variabein α?3, ί dritten Grades hat, und eine, nemlich a,
ersten Grades, welche f r ein System von Werthen dieser Variabein ver-
schwinden. Bezeichnet man daher die Determinante dieser Functionen durch Θ,
so hat man nach dem in (§. 1.) bewiesenen zweiten Satze:
80 ι * f\ 9θ ι * f\ dt
Die Determinante 4 der Gr fsen
021 9
*** 031 9
012 ^
022 5
032 5
0139
0239
0339
«39
«19
«39
0
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unterscheidet sich von der Determinante nur durch den Factor t\ so dafs
= Jt2
ist. Setzt man daher diesen Werth von in die drei vorhergehenden Glei
chungen, so gehen dieselben, wenn -^^ ist, in
T + fMi, = 0,
— -f^ = 0,(11.)
über. Mit diesen Gleichungen bestehen auch noch folgende, aus a = 0 abge-
leitete Gleichungen:
(12)
= 0, ax^Xi Ä= 0, «o?!^  = 0.
Entwickelt man nun die Gleichungen (10. 11. und 12.) , so wird man fin-
den, dafs diese 12 zugleich bestehenden Gleichungen linear, und in Rücksicht
auf die 12 Gröfsen x\, x\, x\, x\x^ x\x$, xlxi, xlx$·) &l&i> &l&i<)
&1&2&31 t3) l*> homogen sind. Das Resultat der Elimination aus diesen linearen
Gleichungen wird also die gesuchte Gleichung in den Liniencoordijiaten ,
2·> "a sein; welche, wie leicht zu sehen, homogen und vom 12ten Grade ist.
§.4.
Die Aufgabe »die Bedingungsgleichung zu finden, welche erfüllt
werden mufs, wenn eine Curve vierter Ordnung einen Doppelpunct haben
soll", führt auf die Elimination dreier Variabein aus drei homogenen Glei-
chungen dritten Grades. Auch diese Elimination läfst sich auf die Elimination
aus linearen Gleichungen wie folgt zurückführen*
Wenn
(13.) vt ==0, ra = 0, *3 s= 0
drei homogene Gleichungen dritten Grades von den Variabein x^ o*2, 2*3 sind,
so hat man drei homogene Functionen ^, #2, v3 dritten Grades, die für ein
System von Werthen der Variabein verschwinden. Es verschwinden daher,
nach dem ersten Satze in (§. 1.) , nicht allein die Determinante w , gebildet
aus den Gröfsen
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dvi
dv3
sondern auch die partiellen Differentialquotienten dieser Determinante. Aus
den obigen drei Gleichungen ergeben sich also folgende homogene Gleichungen
fünften Grades:
j?E — n dw — ' dw — 0
—
 U
 * — " —
 U
·
Wenn man zu diesen drei Gleichungen noch die 18 Gleichungen fünften Gra-
des hinzufugt, welche aus den drei Gleichungen (13.) durch Multiplication mit
den Producten arj, x\, x\, o?2^3, ^3^1·, x^Xi entstehen, so hat man 21 ho-
mogene Gleichungen fünften Grades* Entwickelt man diese und betrachtet die
21 verschiedenen Producte der Variabein von der fünften Dimension, aus
welchen die verschiedenen Glieder dieser Gleichungen bestehen, als die Un-
bekannten, so hat man 21 lineare homogene Gleichungen. Das Resultat der
Elimination dieser Unbekannten wird zugleich das Resultat der Elimination der
Variabein aus den Gleichungen (13.) sein: eine homogene Gleichung vom
27ten Grade in Rücksicht auf die Coefficienten in den Gleichungen (13.).
Anmerkung. Wenn die Curve nur von der dritten Ordnung ist, in
welchem Falle die Gleichungen (13. und 14.) von der zweiten Ordnung sind,
genügen diese Gleichungen, um aus ihnen die Producte x\, x\, x\^ x^x^
x$xt, x±Xi als aus linearen Gleichungen zu eliminiren; woraus denn eine
homogene Gleichung vom 12ten Grade in Rücksicht auf die Coefficienten in den
Gleichungen (13.) sich ergiebt.
§. 5.
Die Gleichung der Curve i4ter Ordnung zu finden, welche eine
gegebene Curve v = Q vierter Ordnung in den Berührungspuncten dei*
Doppeltangenten schneidet, ist eine Aufgabe, deren Lösung ich in der Ab-
handlung „Über Curven dritter Ordnung etc." (dieses Journal Bd. 36. S. 163)
dadurch angebahnt habe, dafs ich die Gleichung einer solchen Curve vom
IBten Grade, nämlich die Gleichung
(15.) 3(?204-ft03 = 0,
aufstellte, welche noch mit Hülfe der Gleichung der Curve #==Q um zwei
Einheiten zu erniedrigen blieb.
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Ich behalte die dort gebrauchte Bezeichnung hier bei, nämlich n = 4,
01==0, 2 = 0, 3 = 1, #3 = 1, und bezeichne der Kurze wegen die par-
tiellen Differentialquotienten von w, gleich wie die von v, durch Indices.
Dann ergeben sich aus den Formeln (XX.) für die Gröfsen Q folgende Werthe :
9<?2 = w,
903 =
904 =
Mit Hülfe der Gleichung t; == 0 und mit Berücksichtigung der bekannten Eigen-
schaft der homogenen Functionen kann, man dem Ausdrucke (903)2 folgende
Gestalt geben:
(9{?3)2 = '-4K>2F33 + f {wiV* + u>2VK + WtV*}
— i {«0 Fu -f M>2F22 -)-- M?3 F33 -f- 2u?ztv3 F23 -f 2t/?3t01F31 -f 2104102 F12}.
Eben so wird:
— i {^ 11 Fa -f n*,« F22 -f i^33 F33 + 2i^23 F23 + 2t#31 F31 + 2u?12 F12}.
Mithin ist
9<?4 = -fwF^ + fC^F^ + ^ F^ + ^ F^)
— i |«0ii Fn + n*« F22 -f t£?33 F33 -f 2e#23 F23 -f 2^31 F31 2?^12 F12} .
Setzt man diese Werthe der Gröfsen Q in die Gleichung (15.), so erhält
man, indem sich die Glieder von der 16ten und löten Ordnung aufheben, die
gesuchte Gleichung vom 14ten Grade; nemlich:
61 l HFii+^F22 + i^F33 + 2*^^ = 0
L
 '
}
 )— 3e0{i/jnFu + tt?22F22 + ^
Dieses ist also die Gleichung der Curve, welche die gegebene Curve # = 0
vierter Ordnung in den 56 Berührungspuncten der Doppeltangenten schneidet.
In ihr bedeuten die Gröfsen w die partiellen Differentialquotienten der Deter-
minante, welche aus den partiellen Differentialquotienten
#11 9 #12 9 *'l3 9
#21} #22 i #239
#319 #32} #33
der Function v gebildet ist, und die Gröfsen F haben folgende Werthe:
Fu = #22 #33 - #239 F23 = t?12 #13 - #11 #23 9
F22 = #33 #11 — #319 F31 ±= «V#21— #22 #31 9
F33 == #11 #22 - #129 F12 = t?3lt'32 - #33 #12·
Königsberg im Januar 1850.
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